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MATEMATICAS II

OPCION A

1. Daresposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

2 1 1 0 0 1
b) CaIcuIaXtaIqueXA+B=CseA=(3 4),B=<0 1)eC=<1 0).
12 2 1

Solucién:
la)XA+B=CSXA=C-Bo X=(C—-B)A™.

0 1 10 -1 1
1b)C—-B = <1 0)—(0 1) = ( 1 —1). Posto que detA = 8 — 3 =5, tense
2 1 12 1 -1

PRE S R G |

5\-1 2 5\=-3 2
e polo tanto
-1 1 -7 3
1 — 1
X=(C—B)A‘1=§<1 —1)(_‘3L ;)=§<7 —3).
1 -1 7 =3

Alternativa para 1.b): Desenvoélvase a idea seguinte: calcular a, 8,y, 8,1 e u tales que
a —
<V g) (; }L) =< 11 —11)
A ou 1 -1
2. Daresposta aos apartados seguintes:

a) Estuda os intervalos de crecemento e de decrecemento e os extremos relativos da funcion
f(x) =x?Inx.

b) Considérese un tridngulo tal que: dous dos seus vértices son a orixe 0(0,0) e o punto
P(1,3), un dos seus lados esta sobre o eixe X e outro sobre a tanxente en P(1,3) & grafica
da pardbola y = 4 — x2. Pidese calcular as coordenadas do terceiro vértice, debuxar o
triangulo e calcular, por separado, a area das duas rexiéns nas que o triangulo queda
dividido pola pardbola y = 4 — x2.

Solucioén:

2.a) Notese que Dom f = (0, ). Compre estudar o signo de
f'(x) =2xInx + xZ% =2xInx+x =xQ2Inx + 1),
gue coincide co signo de 2Inx + 1 en Dom f. Agora ben, 2Inx +1>0< 2hx > -1
Inx > —% o x> e‘% ~ 0.6065, xa que a funciébn exponencial crece estritamente.
Chegados a este punto, é obvio que 2lnx + 1 < 0 se, e soamente se, 0 < x < e_é.

E +
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Polo tanto, f decrece estritamente no intervalo (0, e_E) e crece estritamente no intervalo

1
(e‘i, oo). Posto que se trata dunha funcion continua, presenta un minimo absoluto (logo

1
relativo) en x = e 2. Non hai outros extremos.

2b) y(x) =4-x*=y'(x) = -2x = y'(1) = -2. Logo a

ecuacion da recta tanxente en P(1,3) & gréfica da

pardbolay = 4 — x2 é
yx)=-2x—-1)+3=-2x+2+3=-2x+5.

O vértice pedido, ao que chamaremos Q, € o punto de

corte desa recta co eixe X:
5
—2x+5=0(:>2x=5(:>x=5=2.5 = Q(2.5,0).

A dereita mostrase o debuxo do triangulo, onde
tamén estdn marcadas as rexions cuxas areas hai
que calcular: R, e R,. E claro que a parabola corta ao
eixe X positivo en x = 2 (xa que ai 4 — x? = 0).
Posto que R, = T UR*, con

e T untriangulo de base 1 e altura 3 e

e R* arexion baixo a grafica de y = 4 — x? (e sobre

0 eixe X) desde x = 1 hasta x = 2,

A

-2

-3

y=4—2°

AN

i
(recta

2r+5

-1 0 1 2

3

a area de R, pdédese calcular do seguinte xeito (u indicara “unidade de lonxitude”):

T e R* non se solapan

) ) ) 1-3 2 3 x3]°
area(R,) = area(T) + area(R") == + f (4 —x¥)dx = 5 + [4x — =
1 1

— u? =3.16v?.

4

tanxente)

3
+{8 8 4+1}_3+4 7_9+24—14_19
3) 72 3 6 T 6
Finalmente,
5
(=3 1915 19 _45-38_ 7 . o cene
AR =T T e T T e T 12 12 ¢ T
3. Pidese:

a) Estudar a posicion relativa dos planos m:x+my+z+2=0e n,mx+y+z+m=0 en

funcién de m.

b) Calcular o valor que deben tomar k e m para que os puntos A(0,k,1), B(—1,2,1) e €(8,1,m)

estean alifiados.

c) Obter as ecuaciéns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(—1,2,1) e Q(8,1,1) e a

ecuacion implicita do plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1).
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Solucion:
3.a) Como 1., (1,m, 1) e 7i,,(m, 1,1) son normais, respectivamente, a m; e a m,,

1 m 1
Ty e T, son paralelos < 7, e n,, son paralelos & — = T°1 om=1,
m

0 que a slia vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {1}. Ademais, podemos

engadir que non son coincidentes cando m = 1, xa que nese caso P(0,0,—2) € m; \ 5.

Alternativa para 3.a): Sexan A = (111 T 1) e A" = (111 T Hi) Posto que |T H =

m—1e H Ti| =m — 2 non se anulan a vez, rank A* = 2 para calquera valor de m. Por
outra banda, rankA =1 cando m =1 (as duas filas de A son iguais e non nulas) e
rank A = 2 cando m # 1, xa que |r£z 1| =m — 1 # 0. Segundo esta analise:

e Se m=1, rankA =1 <rankA" =2, polo que os planos son paralelos non
coincidentes.
e SemeR\({1}, rankA =rank A* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.

3.b) A4, B e C son, para todolos valores dos parametros k e m, puntos distintos, que estaran polo

tanto alifiados se, e soamente se, 0s vectores AB e AC son paralelos. Posto que AB =

(0~ e

2—k
1-k

—_— —_— _1
A, B e C estan alinados < 4B || AC & [?= em—1= 0]

17
@[—1+k=16—8kem=1]1:)[9k=17em=1]<:>[k=?em=1].

. 8 -1 9 . .
3.c)d,=PQ = (1)—( 2 )= (-1) € vector director da recta r, a cal ademais pasa polo punto
1 1 0

P(—1,2,1), polo que as ecuaciéns paramétricas pedidas son

x =—1491,
r:{yzZ—/l, A€ER.
z =1,

Chamemos © o plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1). Como i, =

Jr(9,—1,0) € un vector normal a m, tense m:9(x — 1) — (y — 1) = 0. Tendo en conta que
I x—-1)—-@y—-1)=9x—-9—-y+1=9x —y— 8, concluese que a ecuacién implicita de =

ém9%x —y—8=0.

4. Daresposta aos apartados seguintes:

a) A probabilidade de que un mozo recorde regar a sUa roseira durante unha certa semana é
de 3 Se se rega, a roseira sobrevive con probabilidade 0.7; se non, faino con probabilidade

0.2. Ao finalizar a semana, a roseira sobreviviu. Cal é a probabilidade de que o0 mozo non a

regase?

V4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS



OPCION A

C 2 U G Proba de Avaliacion do Bacharelato para o
1 , . . LPN TP
et — Acceso a Universidade Codigo: 20

XULLO 2019

MATEMATICAS II

b) Unha fabrica produce pezas cuxo grosor segue unha distribucién normal de media 8 cm e
desviacion tipica 0.01 cm. Calcula a probabilidade de que unha peza tefia un grosor

comprendido entre 7.98 e 8.02 cm.
Solucién:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “0 mozo rega” e S = “a roseira sobrevive”.
Sabemos que P(R) = § (logo P(R) = g), P(S|R) = 0.7 e P(S|R) = 0.2.

P(RNS)

Pidese P(R|S) = G

P(SNR) __ P(SNR) 7

, dedlicese que P(SNR) = % 0.7 = = = 0.46.

e De0.7=P(S|R) =

P(R) % 15
e De02=P(S|R) = "f(g’;) = PEIP  deducese que P(S N R) = 1.02=2=006.
3
Polo tanto, P(S) = P(SNR) + P(SNR) = 1—75 + % = % = 0.53 e, en consecuencia,
P(RNYS) = 1
5 15
P(R|S) =—————=-=—-=10.125.
(RIS) 6] B 8
15

4.b) X = “grosor das pezas”.

X > N(8,001)=7Z= X-8 N(0,1).

0.01
Logo

7.98 — 8 8.02 -8
001 %=1
=P(Z<2)-PZ<-2)=P(Z<2)—-P(Z>2)
=P(Z<2)-{1-P(Z<2)}=2P(Z<2)—1=2-09772—-1=0.9544

€ a probabilidade pedida.

IA

P(7.98§X§8.02)=P< )zP(—ZSZSZ)

0.4
0.3
0.2+

01r

-1 0 1 2

A area da zona raiada é igual & probabilidade pedida P(—2 < Z < 2).
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OPCION B

1. Daresposta aos apartados seguintes:

a) Discute, segundo os valores do parametro m, 0 seguinte sistema:

X

X

- y + 3z = m,
my -— 2z -2,
+ (m—-1y + (m+3)z m.

b) Resodlveo, se é posible, nos casos m =0 e m = 2.

Solucién:

1.a)
1 _1 3 m F3 il F3 - Fl 1 —1 3 m F3 il F3 - Fz 1 —1 3
<0 w2 —2>%<0 " —2>%<0 m -2
1 m—1 m+3lm 0 m ml O 0 0 m+2

polo que o sistema dado equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de

ser triangular:

x - y + 3z = m,
my -— 2z = =2,
(m+2)z = 2.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo

calculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # —2, téfiense que

Z e gue a segunda ecuacion queda reducida a igualdade my = 2z — 2 = 2 2=
m+2 m+2

7 =
-2 . g L . -2 . -
m—:;, de onde se infire a sta vez que y = — cando, ademais de ser m = —2, é m # 0.

Resulta agora clara a discusion que segue:

e Caso meR\{-2,0} o sistema é compatible determinado (ten unha Unica

.z s z . 2 -2 -2 6
solucién). A solucién é a seguinte: z=—,y=—,x=y—3z+m=—————+
m+2 m+2 m+2 m+2

_ —2-6+m(m+2) _ m?+2m-8 _ (m-2)(m+4)
- m+2 T ome2 m+2 ’

e Caso m = —2: 0 sistema €& incompatible (non ten solucién), porque a terceira
ecuacion do sistema triangular queda 0 = 2.

e Casom = 0: o sistema triangular é

x — y + 3z = 0,
-2z = =2
2z = 2,

de onde z=1, y=1€R, e x=y—3z=21-23. E dicir, 0 sistema é compatible

m
_2>,
m

respectivamente, a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |(1) _§|=—2¢0, é

indeterminado (ten infinitas solucions).

1 -1 3 1 -1 3
Alternativa para 1l.a): Sexan A= (0 m —2) e A= (o m -2
1 m—1 m+3 1 m-—1 m+3

seguro que 2 < rankA < rankA4* < 3.
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1 -1 3
detA = |o m =2l=mm+3)+2-3m+2(m—-1)=m?>+3m+2-3m+2m—-2=
1 m—1 m+3

m? +2m = m(m + 2),
e polo tanto detA =0 se, e sO se, m € {—2,0}. Consecuentemente, a discusion é a
seguinte:

e Caso meR\{-2,0} o sistema é compatible determinado (ten unha Unica

solucién), xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incdgnitas.

1 -1 3]-2 1 -1 -2
e Casom=—-2: rankA=2eA*=(0 -2 =2 —2). Como|o -2 -2/=4+2—-4—-6=
1 -3 1l-2 1 -3 =2

—4 # 0, tense rank A =2 < rank A" = 3, e polo tanto o sistema é incompatible (non

ten solucién).

1 -1 3] 0 1 3 0
e Casom=0: rankA=2eA*=(0 0 -2 —2). Como|o -2 —-2[=—-64+6=0,tense
1 -1 3l o0 1 3 0

rankA =rankA* =2 < n.° de incégnitas, e polo tanto o sistema é compatible

indeterminado (ten infinitas solucions).

x=A1-—3,
1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son {y =1, A € R. (Ver apartado 1.a).)
z =1,
Se m =2, a solucion é z=——="1, y=_—2=—3 e x =DM _ (Ver apartado
m+2 2 m+2 2 m+2

l.a))
Nota: se se opta pola solucion que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucion do apartado 1.b) pasa por escribir o sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 2 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

2. Daresposta aos apartados seguintes:
a) De entre todolos triangulos rectangulos contidos no primeiro cuadrante que tefien un vértice
na orixe, outro sobre a pardbola y = 4 — x2, un cateto sobre o eixe X e o outro paralelo ao
eixe Y, obtén os catetos e a hipotenusa daquel cuxa area € maxima.

b) Enuncia os teoremas de Bolzano e de Rolle.

Solucion: 4t
2.a) Se se entende que paralelo pode ser coincidente, non
se pode descartar 0 caso no que o punto P(0,4) € un

vértice, co cal un dos catetos do triangulo esta sobre o

eixe Y. Teriamos unha situacion como a que se 1y

representa no debuxo da dereita. Neste marco non hai 0 )
triangulo de area maxima. En efecto, a area vén dada P |
pola funciéon A(x) = 47" = 2x, con x € (0,»), que non , U—4£@ \\,‘
ten maximo. '
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Supofiamos agora que ningln cateto pode estar sobre 0 4| ==
eixe Y. Enton a situacion anterior queda excluida e a Unica \\
posibilidade é a representada no novo debuxo, & dereita, i \\\
onde o triangulo ten base x e altura 4 — x*. Hai que buscaro | \
2
maximo da funcién A(x) = @, con x € (0,2). 4
T [ \\
\
1 1 3 4 \
! = — — x2 — = —(— 2 = —— 2 __ \
A'(x) 2{4 x% 4+ x(—2x)} 2( 3x“+4) Z(x 3) i ‘\
T \
3 + \/; \/; 1 \‘I‘I\
=—=|x Il x— |3 S \
2 3 3
= = 4_/'-2 ‘I\\ =
)5 —
=—-c-lx+—=](x——=], : : :
2 V3 V3 -1 0 1 2 3
onde % ~ 1.1547 € (0,2). Logo A é crecente (A’ ten signo positivo) no intervalo (O, 13) eé

decrecente (4’ ten signo negativo) no intervalo (\%2) Posto que A é continua, concliese

L, . P 2
gue ten un Unico méximo absoluto en x = —. + -
V3 I I I
. ., . 2
Danse a continuacion as medidas dos catetos 7 c
e da hipotenusa do tridngulo de area maxima SIGNO DE A’
(u indicara “unidade de lonxitude™).
2
Catetos: x=—=u= 11547ue
V3
4 12-4 8 =
y=4—x2=4—-=""="yu=256u.
3 3 3

1240 =78 = 2% holo que a
s — 9 3P q

Hipotenusa: En virtude do teorema de Pitagoras, h? = §+ % =

,26
h = 3 u =~ 2.9439 u.

e Teorema de Bolzano: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b]. Se f(a)f(b) <0, entdn

medida da hipotenusa é

2.b)

existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
e Teorema de Rolle: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b] e derivable en (a,b). Se

f(a) = f(b), entdn existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Pidese:

-2 +1
a) Para o plano m:3x + 2y —z = 0 e arecta r:>— = >— =, calcular o punto de corte de r con

7 e obter a ecuacion implicita do plano 7* que é perpendicular a = e contén a r.
b) Estudar a posicién relativa dos planos m;:2x — 5y —4z—9=0 e m,:x =0, e calcular o

angulo a € [0°,90°] que forman.
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Solucién:
3.a) Punto de corte:
x=24+2,
E util escribir as ecuacions paramétricas de r, que sonr:{y = —1—21, 1€ R,
z = 31,

e substituir os valores de x,y e z na ecuacion do plano para obter o valor do parametro A
no punto de corte:

3240 +2(-1-20)-31=026+31-2-41-31=0= —41+4=01=1,
deondex=2+1=3, y=-1-21=-3e z=31= 3. E dicir, o punto de corte pedido é
P(3,-3,3).

Ecuacion implicita de 7*:

u=1n,(32,—1) e v(1,-2,3) son xeradores de 7*, e P(2,—1,0) € r c ©*, polo que

x—2 y+1 =z
| 3 2 —-1|=0.
1 -2 3
Como
x—2 y+1 =z
3 2 —1|=6(x—-2)—-(+1)—-6z—22—-2(x—2)—-9(y+1) =4(x—-2) —
1 -2 3

10(y +1) — 8z = 4x — 8 — 10y — 10 — 8z = 4x — 10y — 8z — 18,
a ecuacion implicita pedida é 7*: 4x — 10y — 8z — 18 = 0 ou, equivalentemente,
m*:2x —5y —4z—-9 =0.
3.b) 7, (2,—5,—4) e 1,,(1,0,0) son normais, respectivamente, a m; e m,, logo € claro que os
dous planos se cortan nunha recta, porque 7, € ii,, non son paralelos.
O angulo a que forman n; e m, coincide co angulo que forman os vectores 7i,, € 7, asi

|Tiry Timy |

T a—— Térense
177 Ml Fire

gue cosa =
o T, =2,
e ||| =VITI5TI6=VE5=3"5e
o |7ll=1,

de onde, en primeira instancia, cosa = 31\@ = % ~ 0.2981424 e, en segunda,

2V5
a = arccos 1 ~ 72.6539°,

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral tales que P(4) = 0.2, P(B) =04 e
P(AUB) =0.5. Calcula P(4), P(B), P(AnB) e P(AUB). Razoa se A e B son ou non

sucesos independentes.
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b) A probabilidade de que un determinado xogador de fatbol marque gol desde o punto de
penalti € p = 0.7. Se lanza 5 penaltis, calcula as seguintes tres probabilidades: de que non
marque ningun gol; de que marque polo menos 2 goles; e de que marque 5 goles. Se lanza
2100 penaltis, calcula a probabilidade de que marque polo menos 1450 goles. Estase a
asumir que os lanzamentos son sucesos independentes.

Solucién:

4.a) Temos

e P(A)=1-P(A)=1-02=08.
e P(B)=1-P(B)=1-04=0.6.
e Da igualdade P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB) dediucese que P(ANB) =
P(A)+P(B)—P(AUB)=0.2+0.4—05=0.1.
e Segundo unha das leis de De Morgan, AUB=4nNRB, de onde P(AUB) =
PANB)=1-P(ANB)=1-01=09.
Por ultimo, os sucesos A e B non son independentes, porque P(AN B) = 0.1 # 0.08 =0.2-
0.4 = P(A)P(B).
4.b) Se X = “n.° de goles en 5 lanzamentos de penalti”, enton X — B(5,0.7), distribucion

binomial de pardmetrosn =5 e p = 0.7. Tense entdbn ¢ = 1 — p = 0.3 e, polo tanto,

e P(X=0)= (g) p%q5 = 0.35 = 2.43 x 1073,

e Como P(X=1)= (;3) plg* =5-0.7-0.3* = 0.02835, tense que P(X >2)=1-
{(P(X =0)+P(X = 1)} = 1 —{0.00243 + 0.02835} = 1 — 0.03078 = 0.96922.
e P(X=5)= @ p3q° = 0.75 = 0.16807.

Supofiamos agora que X = “n.° de goles en 2100 lanzamentos de penalti”, co cal X —
B(2100,0.7). Os valores de n, p e q neste caso son n=2100, p=0.7 e ¢q=03. A
probabilidade P(X > 1450) é dificil de calcular directamente. E posible, non obstante,

razoar do xeito seguinte: ao ser np = 1470 > 5 e nq = 630 > 5, a variable X pode ser

aproximada por unha normal X de media np e desviacion tipica \/npq = V441 = 21.

_ X — 1470
X - N(147021) = Z = 5 N(0,1),
de onde ., 1
correccion de 5 punto

1449.5 — 1470
21

): p(z S T2 5) ~ P(Z > —0.98)

P(X > 1450) ~ P(X > 1449.5) =P (Z > 1

= P(Z < 0.98) = 0.8365.




OPCION B

XULLO 2019

C - U G Proba de Avaliacion do Bacharelato para o
.1 . . . L .
Acceso a Universidade Cddigo: 20

MATEMATICAS II
0.4
0.3
0.2
01r
G | | .
-2 -0.98 0 1 2

A area da zona raiada € igual & probabilidade pedida P(Z > —0.98).
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